
統計力学 II

平均場近似

σi → ⟨σi⟩ = m,−Jσi(
∑

j σj) → −Jσizm,HMF = −Jσizm−Hσi とする

⟨σi⟩ =
Trσie

−βHMF

Tre−βHMF
= tanh(βJzm+ βH) = m (セルフコンシステント方程式)

図 1 平均場

図 2 磁化と磁化率

図 3 Eと C

ここで TC = Jz/kBとすると H ≈ 0, T ≈ TCのとき、tanh(x) ≈ x− 1
3x
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また H ̸= 0のとき
m = tanh(βJzm+ βH) ≈ βJzm+ βH

m =
H

kBT − kBTC
∝ 1

T − TC
H

χ =
∂m(H)

∂H

∣∣∣
H=0

=
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臨界現象

m ∝ (TC − T )β , χ ∝ |T − TC |−γ , C ∝ |T − TC |−α,m ∝ H
1
δ となる。β, γ, α, δ を臨界指数とよぶ

平均場において β = 1
2 , γ = 1, α = 0, δ = 3である

tanh(βJzm+ βH) ≈ (βJzm+ βH)− 1
3 (βJzm+ βH)3より T = TC , βJz = 1では

m = (m+ βH)− 1

3
(m+ βH)3

βH =
1

3
(m3 + 3m2βH + 3m(βH)2 + (βH)3)

よって H が小さいとき、H ∝ m3,m ∝ H
1
3

またm = tanh(βJzm+ βH)より H = kBT tanh−1(m)− Jzmとなるので

dH

dm
=

kBT

2
[

1

1 +m
+

1

1−m
]− Jz

dH

dm

∣∣∣
m=0

= kBT − Jz

これらをふまえると、mと H の関係は図のようになる
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図 4 各温度でのmとＨの関係

平均場近似での自由エネルギー

Z = Tre−βH, F = −kBT lnZ であるから、H = HMF = Jzmσとすると

Z0
MF = Tre−βHMF = 2 cosh(βJzm)

F 0
MF = −kBT ln(2 cosh(βJzm)) ≈ −kBT ln(1 +

1

2
(βJzm)2) ∝ −m2

F が上に凸なのでこの系はどのmに対して不安定となってしまっている。これは近似が不十分であるためで

ある。これを改善するため以下の方法を紹介する。

1.揺らぎを無視する方法

δi = σi −mとするとσi = m+ δiであるから

H = −J
∑
⟨i,j⟩

σiσj = −J
∑
⟨i,j⟩

(m+ δi)(m+ δj) = −J
∑
⟨i,j⟩

[m2 +m(δi + δj) + δiδj ]

δiδjを無視すると

HMF = −J
∑
⟨i,j⟩

[m2 +m(δi + δj)] =
JzN

2
m2 − Jzm

∑
i

σi

ZMF = Tre−βHMF = e−
βJzN

2 m2

[2 cosh(βJzm)]N

FMF = kBT lnZ =
Jzm2

2
N − kBTN ln[2 cosh(βJzm)]

fMF = FMF /N =
Jzm2

2
− kBT ln[2 cosh(βJzm)]

図 5 F と m の

関係式

この fMFとmの関係は図 5のようになる

fMFを最小にするmは∂fMF

∂m = 0をみたすので

∂fMF

∂m
= Jz[m− tanh(βJzm)] = 0

H ̸= 0のときは fMFを fMF −mH に置き換えればよい。このときの F と mの関係

は図 6, 7のようになる
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図 6 各磁場におけるmと Fの関係 図 7 磁場とmの対応関係

2.Bragg-Williams近似

F = E − TS を用いる。ここで E = −Jzm2

2 N である。また

S = −kB
∑

σ1=±1...σN=±1

P (σ1 . . . σN ) ln(P (σ1 . . . σN ))

P (σ1 . . . σN ) =

N∏
i=1

p(σi)

ここで

p(σ) =

{
p+ (σ = +1)

p+ (σ = +1)

また p+ + p− = 1, p+ − p− = mより

p+ =
1 +m

2
, p− =

1−m

2

よって S は

S = −kBN [
1 +m

2
ln

1 +m

2
+

1−m

2
ln

1−m

2
]

f = −Jzm2

2
+ kBT [
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2
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1 +m

2
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2
ln

1−m

2
]

F が最小となるmは∂fMF

∂m = 0をみたすので

∂fMF

∂m
= −Jzm+ kBT

1

2
ln

1 +m

1−m
= 0

βJzm = tanh−1 m
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